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先に,この問題を考えるきっかけとなった数理医学 ([1,2])の話題から講演
を始めます. 数学的な内容に関しては三次元での話を主として講演をします.

Ω ⊂ R3を境界が滑らかな有界領域とする. B(x) = (B1(x), B2(x), B3(x)),
J(x) = (J1(x), J2(x), J3(x))を R3-値関数 (x ∈ Ω)とし, g = g(x)を実数値関
数, ∇ = (∂x1 , ∂x2 , ∂x3)とする. M ⊂ R3 を超曲面とする.

Mによって Ωが 2つの領域 Ω±に分けられている状況を考え, Γ = Γ± =
Ω ∩ M を Ω± の界面, ν を Γ− 上の外向単位法ベクトルとする. 界面上の点
x ∈ Γ に対して,

B±(x) := lim
Ω±∋ξ→x

B(ξ), [B]+− := B+ −B− on Γ

とする. また,

H(div,Ω) = {u ∈ L2(Ω)3|∇ · u ∈ L2(Ω)}

H(rot,Ω) = {u ∈ L2(Ω)3|∇ × u ∈ L2(Ω)3}
とする.

(1)

{
∇×B = J

∇ ·B = 0
in Ω±, (2)

{
∇×B = 0

∇ ·B = g
in Ω±.

の解 B の界面における正則性について考える.

定理 A.(Kobayashi, Suzuki and Watanabe.[3]) Ω ⊂ R3 を滑らかな境界を持つ
有界領域, M ⊂ R3を C∞-曲面とする (M∩Ω ̸= ∅, Ω = Ω+∪ (Ω∩M)∪Ω−).
J ∈ H(rot,Ω±)とし, B ∈ H1(Ω)3 を (1)の解とする,この時, ν · B ∈ H2

loc(Ω)
が成り立つ.

定理 B.(Kanou, Sato and Watanabe.[4]) Ω ⊂ R3 を滑らかな境界を持つ有界領
域, M ⊂ R3 を C∞-曲面とする (M ∩ Ω ̸= ∅, Ω = Ω+ ∪ (Ω ∩ M) ∪ Ω−).
g ∈ H1(Ω±)とし, B ∈ H1(Ω)3 を (2)の解とする,この時, ν × B ∈ H2

loc(Ω)
3

が成り立つ.
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Remark 1 (1)の方程式系に関しての B ∈ H1(Ω)から, B ̸∈ H2(Ω)となる例
は講演の中で紹介する.

g ∈ H1(Ω±)とし, B ∈ H1(Ω)を (2)の解とすると, ν ·B ∈ H2
loc(Ω)は一般

的には成り立たない. この事は,次の反例により簡単に説明できる.
M = {x = (x1, x2, x3)|x3 = 0},Ω = {|x| < 1}, ν = (0, 0, 1), B =

(0, 0, |x3|)とし, gを

g =

{
1, (x3 > 0)

−1, (x3 < 0)

とすると, B と g は (1)を満たす. 実際, ∇ · B = ∂x3B
3 = ∂x3 |x3| = g,

∇×B = (0, 0, 0). しかし, n ·B = |x3| ̸∈ H2
loc(Ω)である.

証明は, Stokesの定理, Gaussの発散定理, (超函数の)楕円型正則性定理に
基づく.
これらの定理を”高次元”, ”Riemann多様体”に一般化した. ([4],[5].) この

場合,外微分,余微分, B =
∑

i B
jdxi, J =

∑
i<j(J

i − J j)dxi ∧ dxj を使って表
される.
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